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Abstrakt. Článok rieši problém rozpisovania služieb vodičom autobusov pomocou fuzzi-
fikovanej heuristiky day-by-day. Heuristika prirad’uje turnusy vodičom postupne pre každý
deň plánovaného časového obdobia a neuvažuje s následkami rozhodnutı́, ktoré vznikli
v minulosti. Tento nedostatok heuristiky vniesol do plánovaných rozhodnutı́ (priradenı́)
neistotu, čo je dôvodom zavedenia fuzzifikácie. Neistotu článok modeluje pomocou fuzzy
inferenčného systému a implementuje ju pomocou balı́čka pyFuzzy.

1 Úvod

Problém rozpisovania služieb vodičom autobusov (The Bus Driver Rostering Problem –
DRP) pozostáva zo zobrazenia množiny vodičov do množiny turnusov pre každý deň danej
časovej periódy. Tento problém je v článku definovaný s ohl’adom na viacero právnych
predpisov, ktorými stanovené podmienky musia byt’dodržané. Všetkým vodičom musı́me
priradit’turnus alebo deň vol’na a to pre každý deň plánovaného obdobia. Preto pre každého
vodiča musı́ tvorca rozpisu služieb vyhotovit’ postupnost’ turnusov a dnı́ vol’na pre uvažo-
vanú časovú periódu. V článku je DRP obmedzovaný viacerými právnymi predpismi [1]
a pravidlami spoločnostı́ pomocou nasledujúcich t’ažkých podmienok:

(h1) každý turnus musı́ byt’pridelený maximálne jednému vodičovi;
(h2) každý vodič môže dostat’ pridelený maximálne jeden turnus z vopred zvolenej pod-

množiny množiny všetkých turnusov (pracovné dni, vı́kend, sviatky, leto, zima) alebo
deň vol’na;

(h3) každý vodič musı́ odpočı́vat’minimálne 11 hodı́n medzi dvoma nasledujúcimi turnusmi.

Nazývajú sa t’ažkými podmienkami, pretože sa pri vytváranı́ rozpisu služieb nesmú poru-
šit’. Sú predpı́sané právom, zmluvami a pravidlami autobusovej spoločnosti. S ohl’adom na
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t’ažké podmienky dobré rozpisy služieb obvykle obsahujú malé diferencie medzi celkovými
rozvrhnutými pracovnými hodinami každého vodiča. Ďalej je dobrý rozpis služieb charak-
terizovaný tým, že vodičom sa opakujú rovnaké alebo podobné turnusy vzhl’adom na trasu
a/alebo obtiažnost’. V článku sa zaoberáme dvoma charakteristikami dobrého rozpisu služieb
(l’ahké podmienky) a to:

(s1) zrovnomerňovanı́m celkových kumulovaných denných pracovných časov vodičov za
celé časové obdobie rozpisovania služieb;

(s2) maximalizáciou frekvencie opakovania rovnakých alebo podobných turnusov.

V l’ahkých podmienkach sú zahrnuté ciele rozpisovania služieb a tie optimalizujeme. Na
riešenie problému je zvolená heuristika day-by-day [2], ktorá najskôr nájde priradenia medzi
vodičmi a turnusmi pre prvý deň plánovaného časového obdobia, potom pre druhý, atd’.
Hlavným jej nedostatkom je, že neuvažuje s následkami rozhodnutı́, ktoré vznikli v minulosti.

2 Matematická formulácia

Rozpisovanie služieb vodičom autobusov znamená, že pre každý deň z množiny dnı́
D = {1,2, . . . ,n} sa priradı́ vodičovi Vi z množiny vodičov V = {V1,V2, . . . ,Vm} taký turnus
Tk z množiny turnusov T = {T1,T2, . . . ,Tt} alebo deň vol’na, aby nedošlo k porušeniu
žiadnej t’ažkej podmienky počas optimalizovania l’ahkých podmienok. Parameter n označuje
počet dnı́, parameter m udáva počet vodičov a parameter t udáva počet turnusov. Turnus
Tk = (zk,ek,ck) je definovaný usporiadanou trojicou nasledovných parametrov: časom začatia
zk; časom ukončenia ek a denným pracovným časom vodiča ck turnusu Tk ∈ T . Rozpis
služieb R = (xi jk) modelujeme pomocou binárnej premennej xi jk nasledovne: xi jk = 1 ak i-ty
vodič má pridelený v j-ty deň k-ty turnus; inak je xi jk = 0 pre (Vi, j,Tk) ∈ V ×D×T . Táto
premenná vyjadruje rozhodnutia tvorcu rozpisov služieb pri pridel’ovanı́ turnusov vodičom
za celé časové obdobie rozpisovania služieb. Nech s je aktuálny deň heuristiky day-by-day,
potom rozpis služieb v aktuálnom dni modelujeme premennou yik následovne: yik = 1 ak
i-ty vodič má pridelený v aktuálny deň k-ty turnus; inak je yik = 0 pre (Vi,Tk) ∈ V ×T .

Algoritmus day-by-day
K1: Inicializuj aktuálny deň na prvý deň plánovaného obdobia, s := 1.
K2: Pomocou vopred zvolenej metódy rozpisovania služieb v aktuálny deň zı́skaj optimálne

riešenie rozpisu služieb v aktuálnom dni Y ∗.
K3: Pre daný aktuálny deň s aktualizuj rozpis služieb R, teda xisk := y∗ik,(Vi,Tk) ∈ V ×T .
K4: Ak je aktuálny deň rovný poslednému dňu obdobia rozpisovania služieb (s = n) potom

koniec, R je rozpisom služieb na celé plánované obdobie, inak prejdi na nasledujúci deň
(s := s + 1) a goto K2.

Metóda rozpisovania služieb v aktuálny deň je postup riešenia problému rozpisovania
služieb v aktuálny deň. Riešenı́m metódy rozpisovania služieb v aktuálny deň je optimálny
rozpis služieb v aktuálnom dni Y ∗ = (y∗ik),(Vi,Tk) ∈ V ×T .
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3 Implementovanie heuristiky day-by-day

Fuzzifikovaná heuristika je implementovaná v programovacom jazyku Python [4]. Dôvo-
dom jeho výberu je množstvo balı́čkov, rýchle prispôsobenie programátora k Pythonu, open
source, množstvo dokumentácie a jednoduché paralelne programovanie. V dnešnej dobe
existujú pre Python dva balı́čky, ktoré implementujú fuzzy množiny a vykonávajú na nich
operácie fuzzy logiky. Sú to pyFuzzyLib a pyFuzzy. Balı́ček pyFuzzy je zvolený z nasleduj-
úcich dôvodov: jednoduché programovanie fuzzy množı́n a fuzzy pravidiel (v zdrojovom
kóde alebo súbor flc); možnost’zobrazovania vstupov a výstupov graficky; možnost’grafic-
kého zobrazenia fuzzy pravidiel; množstvo prı́kladov. Fuzzy inferenčný systém implemento-
vaný v pyFuzzy je typu MIMO (Multiple Inputs Multiple Outputs). Programátorovi ponúka
pyFuzzy vel’ký výber zo vstupných a výstupných druhov fuzzy čı́siel (množı́n). Ďalej má
programátor možnost’ výberu z rôznych noriem a konoriem, ktoré môže použit’ pri tvorbe
pravidiel, agregáciı́ a/alebo konfigurovania defuzzifikácie. V závislosti od ich výberu je
programátor schopný vytvorit’rôzne inferenčné metódy (Mamdami, Larsen, [3]). Náš fuzzy
inferenčný systém pozostáva z dvoch vstupov, piatich pravidiel a jedného výstupu (MISO
– Multiple Inputs Single Output). Nasledujúce kroky vedú k vytvoreniu fuzzy inferenčného
systému.

3.1 Vytvorenie fuzzy inferenčného systému

Kód inicializácie systému zapı́šeme v Pythone takto:
import fuzzy.System
system = fuzzy.System.System ()

Trieda fuzzy.System koordinuje celý fuzzy systém (bázu dát, bázu pravidiel, fuzzifikačné
rozhranie, defuzzifikačné rozhranie).

3.2 Definovanie bázy dát fuzzy množı́n vstupov

Nech s-ty deň mesiaca (1 5 s 5 28) je aktuálnym dňom fuzzifikovanej heuristiky day-by-day.
Predpokladáme, že i-ty vodič by mal dostat’pridelený k-ty turnus, ktorý začı́na v s-tý deň.
Na základe tohoto predpokladu vieme spočı́tat’nasledujúce relatı́vne odchýlky:

• Relatı́vna odchýlka reálneho od ideálneho denného pracovného času dik(s,R). Táto
relatı́vna odchýlka môže byt’pozitı́vna alebo negatı́vna.
• Relatı́vna odchýlka reálnej od ideálnej frekvencie fik(s,R) podobných turnusov. Táto

relatı́vna odchýlka môže byt’iba negatı́vna.

Pre tvorcu rozpisu služieb je hodnota dik(s,R) ( fik(s,R)) vel’mi dôležitá. Čı́m je hodnota
dik(s,R) bližšie k nule ( fik(s,R) väčšia), tým je väčšie uprednostnenie tvorcu rozpisu služieb,
aby priradil i-tému vodičovi k-tý turnus na začiatku s-tého dňa.

Nech D je fuzzy lingvistická premenná vyjadrujúca relatı́vnu odchýlku reálneho denného
pracovného času od ideálneho, ktorá nadobúda nasledujúce hodnoty: VHN – vel’mi vel’ká
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(a) Funkcie prı́slušnosti fuzzy množı́n VHN, HN,
MN, SN, CZ, SP, MP, HP, VHP; popisujúce rela-
tı́vnu odchýlku reálneho denného pracovného času
od ideálneho

(b) Funkcie prı́slušnosti fuzzy množı́n VHN, HN,
MN, SN, VSN; popisujúce relatı́vnu odchýlku re-
álnej od ideálnej frekvencie podobných turnusov

Obrázok 1: Funkcie prı́slušnosti fuzzy množı́n vstupov; lingvistických premenných D a F

negatı́vna relatı́vna odchýlka; HN - vel’ká negatı́vna relatı́vna odchýlka; MN - stredná
negatı́vna relatı́vna odchýlka; SN – malá negatı́vna relatı́vna odchýlka; CZ – relatı́vna
odchýlka blı́zko nule; SP – malá pozitı́vna relatı́vna odchýlka; MP – stredná pozitı́vna
relatı́vna odchýlka; HP – vel’ká pozitı́vna relatı́vna odchýlka; VHP – vel’mi vel’ká pozitı́vna
relatı́vna odchýlka. Na obrázku 1(a) sú zobrazené jednotlivé funkcie prı́slušnosti k predošlým
fuzzy množinám.

Nech F je fuzzy lingvistická premenná vyjadrujúca relatı́vnu odchýlku reálnej frekvencie
od ideálnej, ktorá nadobúda nasledujúce hodnoty: VHN – vel’mi vel’ká negatı́vna relatı́vna
odchýlka, HN - vel’ká negatı́vna relatı́vna odchýlka, MN – priemerná negatı́vna relatı́vna
odchýlka, SN – malá negatı́vna relatı́vna odchýlka, VSN – vel’mi malá negatı́vna relatı́vna
odchýlka. Na obrázku 1(b) sú zobrazené jednotlivé funkcie prı́slušnosti k predošlým fuzzy
množinám. Kód predošlých fuzzy množı́n vstupov zapı́šeme v Pythone nasledujúco:
from fuzzy.InputVariable import InputVariable
from fuzzy.Adjective import Adjective
from fuzzy.set.Polygon import Polygon
from fuzzy.set.Triangle import Triangle
from fuzzy.fuzzify.Plain import Plain
irregularity = InputVariable(fuzzify = Plain(), min = -100, max = 100)
system.variables["irregularity"] = irregularity
irregularity.adjectives[’VHN’]= Adjective(Polygon ([( -100 ,1) ,(-80,1) ,(-40,0)]))
irregularity.adjectives[’HN’]= Adjective(Polygon ([(-80,0) ,(-40,1) ,(-20,0)]))
irregularity.adjectives[’MN’]= Adjective(Polygon ([(-40,0) ,(-20,1) ,(-5,0)]))
irregularity.adjectives[’SN’]= Adjective(Polygon ([(-20,0) ,(-10,1) ,(0,0)]))
irregularity.adjectives[’CZ’]= Adjective(Triangle (0,5,5))
irregularity.adjectives[’SP’]= Adjective(Polygon ([(0 ,0) ,(10,1) ,(20,0)]))
irregularity.adjectives[’MP’]= Adjective(Polygon ([(5 ,0) ,(20,1) ,(40,0)]))
irregularity.adjectives[’HP’]= Adjective(Polygon ([(20 ,0) ,(40,1) ,(80,0)]))
irregularity.adjectives[’VHP’]= Adjective(Polygon ([(40 ,0) ,(80,1) ,(100,1)]))

Podobne pı́šeme kód aj pre fuzzy premennú „frequency“. Trieda fuzzy.InputVariable im-
plementujúca vstupnú fuzzy premennú, pozostáva z niekol’kých fuzzy hodnôt, ktoré imple-
mentuje trieda fuzzy.Adjective. V našom prı́pade to môže byt’ naprı́klad hodnota „VHN“
fuzzy premennej „relatı́vna odchýlka reálneho denného pracovného času od ideálneho“.
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Balı́k fuzzy.set obsahuje triedy implementujúce fuzzy množiny, ktoré majú naprı́klad tvar
trojuholnı́ka Triangle(), lichobežnı́ka Trapez(), ostrej hodnoty Singleton(), polygónu
Polygon() a vel’a iných. Balı́k fuzzy.fuzzify pozostáva z tried, ktoré slúžia na určenie stupňa,
ktorým jednotlivé vstupy prislúchajú fuzzy množinám definovaných funkciami prı́slušnosti.
Tieto triedy sa starajú o zobrazenie ostrej hodnoty do prislúchajúcej fuzzy množiny.

3.3 Definovanie bázy dát fuzzy množı́n výstupov

Nech P je fuzzy lingvistická premenná vyjadrujúca silu uprednostňovania (preferencie)
tvorcu rozpisu služieb, ktorá nadobúda nasledujúce hodnoty: VSP – vel’mi slabé uprednost-
ňovanie, SP – slabé uprednostňovanie, MP – stredne silné uprednostňovanie, HP – silné
uprednostňovanie, VHP – vel’mi silné uprednostňovanie. Kód predošlých fuzzy množı́n
výstupu zapı́šeme v Pythone takto:

from fuzzy.norm.Min import Min
from fuzzy.norm.Max import Max
from fuzzy.defuzzify.COG import COG
from fuzzy.OutputVariable import OutputVariable
INF , ACC = Min(), Max()
COG = COG(INF=INF , ACC=ACC , failsafe = 0., segment_size =0.5)
preferen = OutputVariable(defuzzify = COG , min = 0, max = 100)
system.variables[’preference ’] = preferen
preferen.adjectives[’VSP’]= Adjective(Polygon ([(0 ,0) ,(0,1) ,(10,1) ,(30,0)]))
preferen.adjectives[’SP’]= Adjective(Polygon ([(10 ,0) ,(30,1) ,(50,0)]))
preferen.adjectives[’MP’]= Adjective(Polygon ([(30 ,0) ,(50,1) ,(70,0)]))
preferen.adjectives[’HP’]= Adjective(Polygon ([(50 ,0) ,(70,1) ,(90,0)]))
preferen.adjectives[’VHP’]= Adjective(Polygon ([(70 ,0) ,(90,1) ,(100,1) ,(100,0)]))

Obrázok 2: Funkcie prı́slušnosti fuzzy mno-
žı́n VSP, SP, MP, HP, VHP určujúce index
preferencie

Index preferencie pik(s,R) vyjadruje uprednost-
ňovanie tvorcu rozvrhu, či priradı́ i-tému vodi-
čovi k-ty turnus, ktorý začı́na v s-tý deň. Nech
0 5 pik(s,R) 5 1, Vi ∈ V,Tk ∈ T,s ∈ D. Čı́m je
index uprednostnenia väčšı́, tým je tvorca roz-
pisu služieb presvedčenejšı́, že dôjde k prira-
d’ovaniu nad uvažovanými vodičmi a turnusmi
v aktuálny deň. Na obrázku 2 sú zobrazené jed-
notlivé funkcie prı́slušnosti fuzzy množı́n popi-
sujúcich silu uprednostňovania tvorcu rozpisu
služieb. Balı́k fuzzy.norm pozostáva z rôznych
t-noriem a t-konoriem, ktoré sú implementované
triedami. Napr. operátory maxima, minima, alge-
braické sčı́tanie alebo algebraické násobenie. Tieto operátory sa použı́vajú pri vyhodnocovanı́
pravidiel a pri agregáciı́, teda zjednotenı́ výstupov každého pravidla. Balı́k fuzzy.defuzzify
pozostáva z niekol’kých tried, ktoré vykonávajú proces defuzzifikácie. Ide o opačný proces
k fuzzifikácii, teda triedy zobrazujú fuzzy množiny na ostré hodnoty. Najznámejšie sú COG
(Center of Gravity) a COGS (Center of Gravity for Singletons). Trieda fuzzy.OutputVariable
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implementuje výstupnú fuzzy premennú. Pri jej inicializácii treba určit’metódu defuzzifiká-
cie. Pozostáva z niekol’kých fuzzy hodnôt.

3.4 Definovanie bázy pravidiel

Teraz definujme bázu pravidiel. Vieme, že s je aktuálny deň a R je rozpis služieb. Taktiež
vieme, že relatı́vna odchýlka reálneho denného pracovného času od ideálneho je značená
ako dik(s,R). Ďalej relatı́vna odchýlka reálnej od ideálnej frekvencie podobných turnusov
je značená ako fik(s,R) a index preferencie je značený ako pik(s,R). Kvôli čitatel’nosti
zapisujeme v nasledujúcom texte dik(s,R), fik(s,R) a pik(s,R) iba ako d, f a p.

Báza pravidiel
R1: IF d is {VHN,HN,MN,SN,SP,MP,HP,VHP} AND f is VHN THEN p is VSP
R2: IF (d is CZ AND f is VHN) OR (d is {VHN,HN,MN,SN,SP,MP,HP,VHP} AND f is HN) OR

(d is {VHN,HN,HP,VHP} AND f is MN) OR (d is {VHN,VHP} AND f is SN) THEN p is SP
R3: IF (d is CZ AND f is HN) OR (d is {MN,SN,SP,MP} AND f is MN) OR (d is {HN,HP} AND

f is SN) OR (d is {VHN,VHP} AND f is VSN) THEN p is MP
R4: IF (d is CZ AND f is MN) OR (d is {MN,SN,SP,MP} AND f is SN) OR (d is {MN,SN,SP,MP}

AND f is VSN) THEN p is HP
R5: IF (d is CZ AND f is SN) OR (d is {SN,CZ,SP} AND f is VSN) THEN p is VHP

Predošlú tabul’ku pravidiel zapı́šeme v Pythone takto (iba prvé pravidlo):
from fuzzy.Rule import Rule
from fuzzy.operator.Compound import Compound
from fuzzy.operator.Input import Input
OR, AND = Max(), Min()
system.rules[’preference index is VSP’] = Rule(

adjective = preferen.adjectives["VSP"],
operator=Compound(OR,

Compound(AND ,
Compound(OR,

Input(system.variables["irregularity"]. adjectives["SN"]),
Input(system.variables["irregularity"]. adjectives["MN"]),
Input(system.variables["irregularity"]. adjectives["HN"]),
Input(system.variables["irregularity"]. adjectives["VHN"])

),
Input(system.variables["frequency"]. adjectives["VHN"])

),
Compound(AND ,

Compound(OR,
Input(system.variables["irregularity"]. adjectives["SP"]),
Input(system.variables["irregularity"]. adjectives["MP"]),
Input(system.variables["irregularity"]. adjectives["HP"]),
Input(system.variables["irregularity"]. adjectives["VHP"])

),
Input(system.variables["frequency"]. adjectives["VHN"])

)
),CER=CER

)

Podobne pı́šeme kód aj pre zostávajúce pravidlá R2 až R5. Trieda fuzzy.Rule implementuje
bázu pravidiel. Balı́k fuzzy.operator pozostáva z operátorov, ktoré vytvárajú bázu pravidiel.
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Naprı́klad trieda Compound() slúži na skladanie zložitejšı́ch pravidiel pomocou noriem
a konoriem. Trieda Input() slúži na zviazanie fuzzy hodnoty k uvažovanému vstupu
(tvorba výroku).

3.5 Vykreslenie grafov

Prı́kaz createDoc(system) vykresl’uje grafy fuzzy premenných vstupov (irregula-
rity, frequency) a výstupov (index preferencie) zadefinovaných v báze dát. Prı́kaz
create3DPlot() vykresl’uje 3D obrázok riešenia výstupu FIS vzhl’adom na vstupy.
from fuzzy.doc.plot.gnuplot import doc
d = doc.Doc()
d.createDoc(system)
d.create3DPlot(system ,"irregularity","frequency","preference")

Balı́ček fuzzy.doc.plot.gnuplot je potrebný na vykreslenie vstupných fuzzy množı́n a vý-
stupných fuzzy premenných a to v 2D a 3D prevedenı́. Na vykreslenie je použitý program
gnuplot [7] cez rozhranie Gnuplot.py.

3.6 Zı́skanie výstupnej hodnoty

Inštancia vstupných hodnôt relatı́vnej odchýlky pracovných kumulovaných časov od ideál-
nych je naprı́klad rovná hodnote irr = 13 a relatı́vna odchýlka frekvencie opakovania podob-
ných turnusov je rovná hodnote f req =−54 (priradenie jedného vodiča a jeden turnus). Vý-
slednú hodnotu indexu preferencie spočı́tame pomocou prı́kazu system.calculate(...).
Ta naplnı́ slovnı́k ”‘out”’ novou hodnotou výstupu.
irr , freq , out = 13, -54, {"preference" : 0}
system.calculate(input={’irregularity ’:irr ,’frequency ’:freq},output=out)
print output

Výstupnou hodnotou FIS systému je ostrá hodnota indexu preferencie y (output). Defuz-
zifikáciu robı́me pomocou najčastejšie použı́vanej metódy ’t’ažiska’ (Center of gravity –
COG). Teraz vieme spočı́tat’ index preferencie pre i-teho vodiča a k-ty turnus. Nasledujúci
algoritmus počı́ta maticu indexu preferencie P = (pik)m×t pre všetkých vodičov a turnusy
z daných množı́n V a T . Nech s je aktuálny deň a R je rozpis služieb.

Algoritmus výpočtu matice indexu preferencie (ceny) P = (pik)m×t

K1: Inicializuj index vodiča i := 1 a index turnusu k := 1.
K2: Ak je (i = m) a (k = t) potom STOP inak goto K3.
K3: Pre hodnoty vstupu x1 := dik(s,R) a x2 := fik(s,R) spočı́taj pomocou navrhnutého fuzzy

inferenčného systému hodnotu výstupu y a zapı́š ju do matice pik(s,R) := y. Goto K4.
K4: Ak (k = t) potom i := i + 1 a k := 0 inak k := k + 1. Goto K2.

Obrázok 3 zobrazuje výstupnú hodnotu fuzzy inferenčného systému pre každého vodiča
a turnus. V podstate ide o 3D-graf matice P = (pik)m×t .
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Nech uik je binárny parameter rozpisovania služieb, ktorý je definovaný nasledovne:
uik = 1 ak i-ty vodič môže dostat’pridelený k-ty turnus; inak uik = 0 pre (Vi,Tk) ∈ V ×T .
Tento parameter definuje tvorcovi rozpisu služieb, či môže danému vodičovi priradit’určitý
turnus. Taktiež môžeme týmto parametrom definovat’ náročnost’ turnusov, senioritu, atd’.

Obrázok 3: Správanie sa fuzzy inferenčného sys-
tému vzhl’adom na jeho vstupy

Nech vi je binárny parameter rozpisova-
nia služieb, ktorý je definovaný nasledovne:
vi = 1 ak i-ty vodič môže pracovat’v aktu-
álny deň; inak vi = 0 pre Vi ∈V . Tento para-
meter slúži na modelovanie požadovaných
dnı́ vol’na zo strany vodičov, plánované ško-
lenia zo strany zamestnávatel’a, zdravotnú
starostlivost’ a iné. Nech wk je binárny pa-
rameter rozpisovania služieb, ktorý mode-
luje rozhodnutia: wk = 1 ak musı́me odjaz-
dit’k-ty turnus v aktuálny deň; inak wk = 0
pre Tk ∈ T . Nie každý turnus sa musı́ od-
jazdit’v daný deň. Napr. turnusy pre vol’né
dni sa nesmú odjazdit’cez týždeň.

Nech s je aktuálnym dňom heuristiky a ri je čas ukončenia priradeného turnusu i-teho vo-
diča v (s−1)-vý deň a d’alej nech platı́, že ak

(
zk+1440−ri

660 < 1
)

alebo (uik = 0) potom bik =
=−∞ inak bik = pik(s,R). Pomocou tejto implikácie zaručujeme splnenie t’ažkej podmienky
(h3). Teraz ked’poznáme ceny prirad’ovacej úlohy bik, môžeme spočı́tat’zovšeobecnenú pri-
rad’ovaciu úlohu priradenia turnusov vodičom pre uvažovaný aktuálny deň. Výsledkom je
optimálne riešenie rozpisu služieb v aktuálnom dni Y ∗, vid’. druhý krok heuristiky.

max{ ∑
Vi∈V

∑
Tk∈T

bik : ∑
Vi∈V

yik = wk,Tk ∈T ; ∑
Tk∈T

yik 5 vi,Vi ∈ V ;yik = 0,(Vi,Tk) ∈ V ×T }

4 Reálna inštancia problému

Pre každý deň z množiny dnı́ D = {1,2, . . . ,28} prirad’ vodičovi Vi z množiny vodičov
V = {V1,V2, . . . ,V107} deň vol’na alebo turnus Tk z množiny turnusov T = {T1,T2, . . . ,T179},
pričom nedôjde k porušeniu žiadnej t’ažkej podmienky a k maximálnemu zlepšeniu l’ahkých
podmienok. Čast’ turnusov Tk je zadaná v tabul’ke 1. Turnusy s identifikačným čı́slom 1 až
107 sú turnusy, ktoré sa majú odjazdit’počas pracovných dnı́. Turnusy s čı́slami 108 až 179
sa majú odjazdit’ počas vı́kendov. Vzhl’adom na túto skutočnost’ sú definované parametre
uik,vi,wk pre celé obdobie rozpisovania služieb. Algoritmus day-by-day je napı́saný v pro-
gramovacom jazyku Python (Python Programming Language [4]). Na výpočet prirad’ovacej
úlohy je použité GLPK (GNU Linear Programming Kit [5]). Zı́skavame prijatel’ný 28 dňový
rozpis služieb vodičov autobusov (tabul’ka 2), ktorého relatı́vna odchýlka kumulovaného
pracovného času od ideálneho (obrázok 4(a)) sa sústred’uje okolo nuly. Na obrázku 4(b)
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Tabul’ka 1: Dvadsat’osemdňová inštancia problému rozpisovania služieb
Počet vodičov Počet dnı́ Počet turnusov

107 28 179

Turnus Začiatok (min) Koniec (min) Pracovný čas (min)

T1 298 460 239.4

T2 793 980 227.8
...

...
...

...

T178 522 711 219.0

T179 260 700 480.3

Tabul’ka 2: Dvadsat’osemdňový rozpis služieb vodičov autobusov
V /D 1Pon 1Uto 1Str 1Štv 1Pia 1Sob . . . 4Sob 4Ned si (min)

V1 T1 T29 T18 T35 T12 T150 . . . T147 T154 11400.0

V2 T3 T5 T4 T8 T8 T109 . . . T109 T111 10186.0

V3 T2 T11 T8 T26 T5 T110 . . . T111 T109 10696.6
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

V105 T104 T45 T9 T45 T92 T154 . . . T174 Off 9928.5

V106 T107 T94 T95 T67 T52 T152 . . . T158 T168 11832.6

V107 T106 T79 T24 T88 T16 Off . . . T138 T159 10414.2

vidı́me zobrazenú frekvenciu opakovania sa podobných turnusov pridelených vodičom za
celé obdobie rozpisovania služieb. Povšimnime si, že turnusy T1 až T72 majú značné znı́-
ženú frekvenciu opakovania priradených turnusov a turnusy T73 až T179 majú zasa zvýšenú
frekvenciu priradených turnusov (diagonála od zhora dole).

5 Záver

Článok sa venoval problematike rozpisovania služieb vodičom autobusov vo verejnej au-
tobusovej doprave na linkách do 50 km. Na vyriešenie problému bola zvolená heuristická
metóda day-by-day, ktorá vytvára rozpis služieb po rade pre každý deň plánovaného obdo-
bia. Slabinou (neistotou) algoritmu je, či vytvorený rozpis služieb v uvažovaný deň vedie
k optimálnemu výsledku. Z tohoto dôvodu je čast’ algoritmu fuzzifikovaná a riešená ako
fuzzy inferenčný systém. Vstupom systému sú kandidáti na riešenie (odchýlky od ideálneho
pracovného času a frekvencie podobných turnusov) a výstupom je index preferencie. Tento
index slúži v zovšeobecnenej prirad’ovacej úlohe ako cena priradenia medzi turnusmi a vo-
dičmi. Iným dôvodom zavedenia fuzzy inferenčného systému je ul’ahčenie tvorby rozpisu
služieb vzhl’adom na skúsenosti tvorcov rozpisov (fuzzy premenné a ich hodnoty, fuzzy
pravidlá).

Prečo sa v článku snažı́me minimalizovat’ nerovnomernosti v pracovných výkonoch
vodičov autobusov? Dôvodov je viacero. Jedným z nich je vplyv na morálku vodičov. Mo-
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(a) Relatı́vna odchýlka kumulovaného pracov-
ného času od ideálneho za celé obdobie rozpiso-
vania služieb

(b) Frekvencie opakovania podobných turnusov
priradených vodičom za celé obdobie rozpisovania
služieb

Obrázok 4: Relatı́vna odchýlka a frekvencia navrhnutého 28 dňového rozpisu služieb vodičov auto-
busov

rálka vodičov a tak isto aj práceschopnost’ (menej absenciı́) sa zvyšuje s rovnomernejšı́mi
pracovnými výkonmi. Prečo článok maximalizuje u vodičov frekvenciu rovnakých alebo
podobných turnusov? Tak isto aj v tomto prı́pade je dôvodov viacero. Naprı́klad bezpečnost’
a pohodlie vodičov autobusov (návyk na trasu turnusu, tieto turnusy sú odjazdené bezpečnej-
šie). No netreba zabúdat’aj na to, že sa turnusy nesmú opakovat’prı́liš často. Je možné, že
samotná trasa turnusu a jej rôznorodost’ pôsobı́ na vodičov tak, že zostávajú pozornı́ a že
neupadajú do mdlôb z dlhého času sedenia za volantom. Potom by sa ponúkalo viac priestoru
pre tvorcu rozpisov služieb, aby sa početnost’podobných turnusov mohla zvýšit’.

Balı́ček pyFuzzy je vel’mi užitočný nástroj. Ul’ahčuje tvorbu fuzzy množı́n a prácu
s fuzzy logikou pri tvorbe aplikáciı́. Jeho výhodami je naprı́klad l’ahké modelovanie neistoty,
jednoduchý návrh bázy pravidiel a jednoduchý návrh bázy dát (oproti pravdepodobnostným
rozdeleniam). Jeho nevýhodami sú naprı́klad výpočtová rýchlost’ inferenčného systému,
chýba užı́vatel’ská dokumentácia a čiastočná kompatibilita s Windows.
Pod’akovanie Táto práca vznikla s podporou grantovej agentúry VEGA vrámci riešenia
projektu 1/0135/08 „Optimalizačné problémy v logistických a dopravných systémoch“.
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